Soluzioni compito 30 luglio 2012 by Cicognani, Massimo
ANALISI MATEMATICA B
Esercizio 1. Si consideri il campo vettoriale nello spazio G = (x, y + z, y + 2z).
A) Senza determinarli esplicitamente prima della domanda F), provare che G ha potenziali
globali U(x, y, z);
Da
∂y(x) = 0 = ∂x(y + z), ∂z(x) = 0 = ∂x(y + 2z), ∂z(y + z) = 1 = ∂y(y + 2z)
segue che il campo e` chiuso. Essendo definito su tutto lo spazio R3 e` anche esatto.
B) Determinare i punti critici liberi del potenziale U(x, y, z) e classificarli;
Per definizione,
Ux = x, Uy = y + z, Uz = y + 2z.
Il sistema

x = 0
y + z = 0
y + 2z = 0
ha come unica soluzione l’origine (0, 0, 0). La matrice hessiana
H =

1 0 0
0 1 1
0 1 2

ha minori principali
A1 = 1, A2 =
∣∣∣∣∣∣ 1 00 1
∣∣∣∣∣∣ = 1, A3 =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 1
0 1 2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1
tutti positivi quindi e` definita positiva. L’origine e` punto di minimo.
C) Presa la retta nello spazio intersezione dei due piani x+z = 0 e y = 3, si scriva una sua
parametrizzazione e, tramite la regola della catena, provare che il potenziale U(x, y, z) ha
un minimo assoluto vincolato su di essa;
Prendendo x come parametro, si scrive
x = t
y = 3
z = −t
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con t ∈ R. Dalla regola della catena si ha la derivata
dU
dt
= Uxx
′ + Uyy′ + Uzz′ = t · 1 + (3− t) · 0 + (3− 2t) · (−1) = 3t− 3
il cui studio del segno porta ad un minimo assoluto vincolato per t = 1 quindi in cor-
rispondenza del punto (1, 3,−1) sulla retta.
D) Ritrovare il punto critico vincolato di C) col metodo dei moltiplicatori di Lagrange;
Il sistema di Lagrange per U sulla retta, intersezione dei due piani, e`
x+ λ · 1 + µ · 0 = 0
y + z + λ · 0 + µ · 1 = 0
y + 2z + λ · 1 + µ · 0 = 0
x+ z = 0
y − 3 = 0
da cui si ottiene di nuovo 
x = 1
y = 3
z = −1
(λ = −1)
(µ = −2).
E) Direttamente dalla definizione, calcolare il lavoro di G sul segmento orientato, parte
della retta di cui sopra, di punto iniziale (0, 3, 0) e punto finale (1, 3,−1);
Il segmento orientato si ottiene dalla parametrizzazione della retta imponendo t ∈ [0, 1].
Il lavoro vale∫ 1
0
[t · 1 + (3− t) · 0 + (3− 2t) · (−1)]dt =
∫ 1
0
(3t− 3)dt = −3/2.
F ) Ricavare ora una espressione esplicita dei potenziali U(x, y, z) e verificare il risultato
in E).
Integrando le componenti si ottiene, ad esempio,
U =
∫
(y + 2z)dz = yz + z2 + h(x, y).
Imponendo Ux = x si ha poi hx(x, y) = x da cui h(x, y) = x
2/2+g(y). Infine, da Uy = y+z
si ha g′(y) = y quindi g(y) = y2/2. In conclusione
U = x2/2 + y2/2 + z2 + yz.
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La differenza di potenziale
U(1, 3,−1)− U(0, 3, 0) = −3/2
consente di ritrovare il valore precedente del lavoro di G.
Esercizio 2. Determinare il volume del solido A = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ √x2 + y2, z ≤
3 − 2x2 − 2y2} generato da una rotazione completa attorno all’asse z dell’insieme piano
B = {(r, z) : 0 ≤ z ≤ r, z ≤ 3 − 2r2}. Dedurne poi la coordinata rG del baricentro
G = (rG, zG) di B.
Il volume V vale
V =
∫ ∫ ∫
A
dxdydz = 2pi
∫ ∫
B
rdrdz.
Tracciata la regione piana B risulta che l’ordine di integrazione leggermente piu` conve-
niente e` drdz in quanto l’ordine contrario richiede la suddivisione di B in due parti, il
triangolo T = {(r, z) : 0 ≤ z ≤ r ≤ 1} e la parte di piano P = {(r, z) : 1 ≤ r ≤√3/2, 0 ≤
z ≤ 3 − 2r2}. La proiezione di B sull’asse z e` data da 0 ≤ z ≤ 1 mentre per ognuno di
tali z fissati si ha la sezione z ≤ r ≤√(3− z)/2. Quindi
V = 2pi
∫ 1
0
∫ √(3−z)/2
z
rdrdz = pi
∫ 1
0
[(3− z)/2− z2]dz = 11pi/12.
La coordinata rG vale
rG =
V
2piµ2(B)
con µ2(B) l’area di B che vale la somma delle aree di T e P
µ2(B) = 1/2 +
∫ √3/2
1
(3− 2r2)dr =
√
6− 11/6
o, in maniera equivalente,
µ2(B) =
∫ 1
0
[
√
(3− z)/2− z]dz =
√
6− 11/6.
Ne segue
rG =
11
24
√
6− 44 .
Esercizio 3. Si consideri una funzione v = v(x, y) su tutto il piano con derivate seconde
continue.
A) Provare che vxx+vyy = 0 e` condizione necessaria e sufficiente affinche` esista u = u(x, y)
definita su tutto il piano tale che f = u+iv sia funzione olomorfa della variabile complessa
z = x+ iy.
Le equazioni di Cauchy-Riemann ux = vy, uy = −vx significano che u e` un potenziale
di G = (vy,−vx). Il campo G e` esatto su tutto il piano se e solo se e` chiuso e questo
equivale a vyy = −vxx come richiesto.
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B) Date le funzioni v1 = x
2 + y2 e v2 = x
2 − y2 dire per quali una tale u esiste e trovare
una espressione esplicita in termini della variabile z della corrispondente funzione f(z) .
La condizione di A) vale solo per v2. Trovando in questo caso i potenziali u del campo
G = (−2y,−2x) si ha u = −2xy + c. Ne segue
f = u+ iv = −2xy + i(xe − y2) = i(x2 − y2 + 2ixy) = i(x+ iy)2 = iz2.
Esercizio 4. Della funzione x(t) e` nota la trasformata xˆ(ω) = (1 + iω)−2.
A) Determinare x(t). [ Risultato: x(t) = u(t)te−t]
Per la formula di antitrasformazione
x(t) =
1
2pi
lim
R→+∞
∫ R
−R
eiωt
(1 + iω)2
dω.
Consideriamo la funzione di variabile complessa
f(z) =
eizt
(1 + iz)2
, z = ω + iy.
Da
|eizt| = |eiωt−yt| = e−yt
si deve integrare nel semipiano superiore y > 0 per t > 0 ed in quello inferiore y < 0 per
t < 0. Dal momento che f(z) e` olomorfa nel semipiano inferiore si ha x(t) = 0 per t < 0.
Nel semipiano superiore la funzione f(z) ha un polo doppio per z = i con residuo che vale
lim
z→i
d
dz
(z − i)2f(z) = lim
z→i
d
dz
(−eizt) = − lim
z→i
iteizt = −ite−t.
Ne segue che per t > 0
x(t) =
1
2pi
· 2pii · (−ite−t) = te−t.
In ogni caso, per t ∈ R,
x(t) = u(t)te−t
con u(t) il gradino unitario.
B) Verificare l’uguaglianza di Parseval.
L’integrale ∫ +∞
−∞
|x(t)|2dt =
∫ +∞
0
t2e−2tdt =
1
4
si calcola attraverso due successive integrazioni per parti. L’integrale
1
2pi
∫ +∞
−∞
|xˆ(ω)|2dω = 1
2pi
∫ +∞
−∞
1
(ω2 + 1)2
dω =
1
4
si calcola con tecniche del tutto simili a quelle usate nel punto A) attraverso il residuo nel
polo doppio z = i della funzione 1/(z2 + 1)2.
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C) Dopo aver detto perche` la derivata prima di x(t) in senso usuale coincide con quella
nel senso delle distribuzioni, determinare la derivata seconda debole x′′ applicando alla
funzione x′ la definizione di derivata debole.
La funzione x(t) e` assolutamente continua quindi la derivata prima debole coincide con
quella forte. Entrambe le derivate sono rappresentate dalla funzione
x′(t) = (1− t)u(t)e−t
che ora presenta un salto pari a 1 per t = 0. La derivata seconda, applicando la definizione,
segue da
〈x′′, ϕ〉 = −〈x′, ϕ′〉 = −
∫ +∞
0
(1− t)e−tϕ′(t)dt =
− [(1− t)e−tϕ(t)]+∞0 +
∫ +∞
0
(t− 2)e−tϕ(t)dt = ϕ(0) +
∫ +∞
−∞
(t− 2)u(t)e−tϕ(t)dt =
〈δ, ϕ〉+ 〈(t− 2)u(t)e−t, ϕ〉
e vale
x′′ = δ + (t− 2)u(t)e−t
che coincide con la derivata seconda forte sommata alla δ per il salto pari a 1 in t = 0
della derivata prima.
D) Calcolare xˆ′′ direttamente dal risultato di B) e verificare poi la relazione attesa con xˆ.
[Durante il calcolo di xˆ′′, per uno dei termini si puo` utilizzare A)]
Il termine cui fa riferimento il suggerimento e` u(t)te−t di cui si conosce la trasformata
(1+iω)−2. Vista la trasformata notevole δˆ = 1, resta da trasformare il termine −2u(t)e−t.
Con semplici calcoli, per esso si ottiene −2/(1 + iω). Quindi
xˆ′′ = 1 +
1
(1 + iω)2
− 2
1 + iω
= − ω
2
(1 + iω)2
che verifica
xˆ′′ = (iω)2xˆ.
